
 

 

统一_给 2019 级新生的微积分学习心得 

 

撰写人：李懿轩_2018 级物理学院 

 

前言： 
牛顿、爱因斯坦都相信数学、物理具有简洁性、普适性。在学习单变量微

积分和多变量微积分的过程中，我发现许多数学公式可以统一成一个更简单的

公式。 
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正文： 

【壹】求导公式 

 
单变量微积分中，18 个求导公式在“求导三大法则”下统一成一个公式: 

(𝑒௭)′ = 𝑒௭ , 𝑧 ∈ 𝐶 
注解： 

注 1：18 个求导公式为： 

(见微积分上册 P113 页) 

01. (sin 𝑥)′ = cos 𝑥 02. (cos 𝑥)′ = −sin 𝑥 

03.(tan 𝑥)ᇱ = (sec 𝑥)ଶ 04.(cot 𝑥)′=−(csc 𝑥)ଶ 

05.(sec 𝑥)ᇱ = tan 𝑥 ∙ sec 𝑥 06.(csc 𝑥)ᇱ = − cot 𝑥 ∙ csc 𝑥 

07.(arcsin 𝑥)′ =
ଵ

√ଵି௫మ
 07.(arcsin 𝑥)′ = −

ଵ

√ଵି௫మ
 

09.(arctan 𝑥)ᇱ =
ଵ

ଵା௫మ
 10.(arccot 𝑥)ᇱ = −

ଵ

ଵା௫మ
 

11.(𝑎௫)′ = 𝑎௫lna 12.(𝑒௫)′ = 𝑒௫ 

13.(ln|𝑥|)′ =
ଵ

௫
(𝑥 ≠ 0)    14.(log 𝑥)ᇱ =

ଵ

௫
(𝑥 > 0) 

15.(𝑥)′ = 𝑛𝑥ିଵ(𝑥 > 0)   16.c′=0 



 

 

17.(sinh x)′ = cosh 𝑥     
18.(tanh 𝑥)′ =

ଵ

ୡ୭ୱ୦మ ௫
 

 

注 2：【求导三大法则】指【四则运算求导法则】、【反函数求导法则】、【复合函数求导法

则】。 

注 3：用【导数的定义】和【极限的运算定理】可以证明求导三大法则。 

注 4：求复杂函数的导数时，用定义求解非常困难，通常利用 18个求导公式和求导三大法

则进行求解。本题的思想与之类似，即不用定义，用已知的求导三大法则和  (𝑒௭)′ =

𝑒௭, 𝑧 ∈ 𝐶证明其它 17 个求导公式 

注 5：在单变量微积分和多变量微积分中，自变量属于实数域，此时 18 个求导公式只能统

一为 2个。但在复变函数中，自变量属于复数域，18 个求导公式可以统一为 1 个 

 
 
证明： 
步骤一：用 1 和求导三大法则推出 1-10 
步骤二：用 12 和求导三大法则推出 11-18 
步骤三：用 12 和求导三大法则推出 1 
 
步骤一： 

2．(cos 𝑥)′ = sin (
గ

ଶ
− 𝑥)′ = −cos (



ଶ
− 𝑥) = −sin 𝑥  

3. ቀtan 𝑥)′ = (
ୱ୧୬ ௫

ୡ୭ୱ ௫
ቁ

ᇱ

=
ଵ

௦మ௫
= (sec 𝑥)ଶ 

4,5,6 的证明方法和 2，3 类似，请读者自行证明。 

7. (arcsin 𝑥)′ =
ଵ

(ୱ୧୬ )ᇱ
=

ଵ

ୡ୭ୱ ௬
=

ଵ

ඥଵି(ୱ୧୬ ௬)మ
=

ଵ

√ଵି௫మ
 

8,9,10 的证明方法和 7 类似，请读者自行证明。 
 
步骤二： 

11.(𝑎௫)′ = (𝑒௫)ᇱ = 𝑒௫𝑙𝑛𝑎 = 𝑎௫lna 

13.(lnx)ᇱ =
ଵ

()ᇱ
=

ଵ


=

ଵ

௫
 , 𝑥 > 0   同理可证𝑥 < 0 时的情况 

14. (log 𝑥)ᇱ =
ଵ

()ᇱ
=

ଵ

 
=

ଵ

௫
(𝑥 > 0) 

15. (𝑥)′ = (𝑒௫)′ = 𝑒௫ 

௫
= 𝑛𝑥ିଵ(𝑥 > 0) 

16.൜
(𝑐𝑒௫)ᇱ = 𝑐′𝑒௫ + 𝑐(𝑒௫)′

(𝑐𝑒௫)ᇱ = 𝑐(𝑒௫)ᇱ      (∗ 1)
⇒ 𝑐ᇱ = 0 

17、18 易证，请读者自行证明。 
    

注 ： 

16 化为 12 的确是循环论证。 

但这个证明符合题目要求——用 12和求导三大法则推出 11-18。（因为求导三大法则包括

*1 式） 



 

 

 
 
步骤三： 

欧拉公式 𝑒௫ = 𝑖 sin 𝑥 + cos 𝑥   𝑥 ∈ 𝑅两边对 x 求导 

左边 = 𝑒௫ ∙ 𝑖 = − sin 𝑥 + 𝑖 cos 𝑥 

右边 = (cos 𝑥)′ + 𝑖(sin 𝑥)′ 

 

∴ ൜
(cos 𝑥)′ = −sin x

(sin 𝑥)′ = cos 𝑥
 

证毕 
 

【贰】三个微分中值定理 

 
单变量微积分中，三个微分中值定理统一为泰勒公式 
步骤一：0 阶的泰勒公式即为拉格朗日中值定理 
步骤二：罗尔中值定理是拉格朗日中值定理的特殊情况 
步骤三：用罗尔、拉格朗日中值定理证明柯西中值定理 
 
步骤一： 

0 阶泰勒公式为 
f(x) = f(𝑥) + f′(ε)(x − 𝑥) 

条件：f(x)在区间 I 上有 1 阶导数，𝑥 ∈ 𝐼, ε介于 x 和𝑥之间。 
令𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏 

可得f ᇱ(ε) =
(ୠ)ି()

ୠି
 

即拉格朗日中值定理 
 
步骤二、步骤三参考微积分上册 P138-P146 
 
 

【叁】全部的不定积分公式 

 
单变量微积分中，不定积分的公式统一于df(u) = f ᇱ(u)du 
即：所有不定积分的公式最后一步都需要化成该式右端的形式。 
 
注： 

由【一阶微分的形式不变性】，不论 u是【中间变量】还是【自变量】，df(u)

都等于f ᇱ(u)du。 

 



 

 

 

【肆】牛顿-莱布尼茨公式、格林公式、高斯公式、斯托克斯公式 

 
多变量微积分中，联系微分学和积分学的四个公式（牛顿-莱布尼茨公式、格林

公式、高斯公式、斯托克斯公式）统一成【广义的 stokes 公式】 
 
这个统一需要用到【外微分】。外微分在微积分下册 P340 页的附录中有详细解

释，请读者自行阅读。 
 

注： 

这一统一可以大大加深读者对于四大公式的理解。 

 

【伍】其它数学科目中的统一 

(一) 线性代数 
i. 线性代数统一为矩阵的【秩】 

(二) 概率论与数理统计 
i. 概率论中，复杂事件的概率在【概率运算法则】下，可以统一为基

本事件的概率。 
ii. 这一思想和微积分中“求复杂函数的导数时，用定义求解非常困

难，通常利用 18 个求导公式和求导三大法则进行求解”的思想相

同。 

 

 

【陆】我的其它心得 

1. 数学分析、微积分、高等数学的区别 
a) 数学分析是数学学院学生学习的课程，课程内容是起源于牛顿、莱布尼

茨的，经过 19 世纪数学家努力严密化的微积分。 
b) 微积分是科大除数学学院外学生学习的课程，课程内容同样是起源于牛

顿、莱布尼茨的，经过 19 世纪数学家努力严密化的微积分。不同之处

是，数学分析中对各个定理都有严格的证明，微积分中略过了很多证

明。 
c) 高等数学是很多其它大学开设的教授微积分的课程。我个人认为这一名

称不妥当，因为建立在极限理论之上的数学都是高等数学，包括【泛函

分析】、【复分析】、【实分析】、【随机过程】等等。 
2. 微积分的发展历史 

a) 笛卡尔、费马、帕斯卡等人提出一些不成体系的微积分理论 
b) 牛顿、莱布尼茨提出成体系的微积分理论 
c) 牛顿、莱布尼茨的微积分经过波尔察诺、柯西、黎曼、维尔斯特拉斯、

戴德金、康托尔等人的努力严密化。 
3. 微积分的学习方法 

a) 课堂：记【笔记】 



 

 

b) 课后：复习笔记，不允许笔记中有不懂的东西。 
c) 课后：写【作业】，作业中有不会的题一定要和同学讨论。 
d) 考试前：能力强的同学可以直接刷题，遇到不会的再看笔记。能力弱的

同学可以先看笔记，再刷题。 


